
曲线曲面积分与场论初步

KnezZz

2025 年 5 月 14 日

前言

由于笔者水平有限，尚未掌握 Tikz 矢量图的绘制，所以图片以手绘和扫描
为主。待掌握其门道后再来填坑。并且本人也比较懒，有些地方会写得难免

出现错误，尤其是以自己的话表述连通区域概念的部分，望见谅。
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1 曲线、曲面积分

1.1 第一类曲线、曲面积分

第一类曲线积分没啥好说的，表示为∫
L

fds

其中

ds =
√

x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt

这都是旧知识了。

再是第一类曲面积分，其公式为

S =

∫∫
D

√
EG− F 2dudv

其中

E = ru · ru = x2
u + y2u + z2u

F = ru · rv = xuxv + yuyv + zuzv

G = rv · rv = x2
v + y2v + z2v

最重要的是要知晓其原理。其本质即是取一个面积元，但问题是如何取。是

任取曲面上的三点构成的面积元，还是任意一点的俩条切向量构成的面积

元。前者精度不够，后者更为合适。在 Schwarz 求解圆柱侧面积时尝试于
利用前者来求解，最后发现其结果受到其它限制才可等于实际的侧面积。

其面积元的面积平方为

∥ru × rv∥2 =
[
∂(y, z)

∂(u, v)

]2
+

[
∂(z, x)

∂(u, v)

]2
+

[
∂(x, y)

∂(u, v)

]2
= EG− F 2

那么这就很好理解上述公式了，即是对 D 上每一点面积元的面积求和。
若位矢为

r = xi+ yj + f(x, y)k
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则

S =

∫∫
D

√
1 + f 2

x(x, y) + f 2
y (x, y)dxdy

若 z = f(x, y), 而 f(x, y) 无法显示表达，那么就需要利用隐函数存在定理

fx = −Hx

Hz

, fy = −Hy

Hz

H(x, y, z) = z − f(x, y)

因而

S =

∫∫
D

∥∇H∥
|Hz|

dxdy

1.2 第二类曲线、曲面积分

记切向量 τ = (cosα, cos β, cos γ),f(x, y, z) = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+

R(x, y, z)k∫
L

f ·ds =

∫
L

f ·τds = [P (x, y, z) cosα +Q(x, y, z) cos β +R(x, y, z) cos γ] ds

注意到 dx = cosαds, dy = cos βds, dz = cos γds, 因而∫
L

f · ds =

∫
L

Pdx+Qdy +Rdz

而第二类曲面积分就会略有些难度，因为它是有方向性的，同时也会涉及

一些外微分的知识以便于理解。

它的面积元的法向量可表示为

±ru × rv = ±
(
∂(y, z)

∂(u, v)
,
∂(z, x)

∂(u, v)
,
∂(x, y)

∂(u, v)

)
那么它的单位法向量及其方向余弦为

n = (cosα, cos β, cos γ) = 1

±
√
EG− F 2

(
∂(y, z)

∂(u, v)
,
∂(z, x)

∂(u, v)
,
∂(x, y)

∂(u, v)

)
正负如何取，这是人为规定的。例如人为规定取向为上，而单位法向量的 z

值为负，那么就该取负号。简单来讲即是正负与该值相同。
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那么 f 在 Σ 上的第二类曲面积分为∫∫
Σ

f · dS =

∫∫
Σ

f · ndS =

∫∫
Σ

[P cosα +Q cos β +R cos γ] dS

我们需格外注意 dS, 它是有方向的

dS = ndS = (cosα, cos β, cos γ)dS

前面在第一类曲面积分已经提到 dS =
√
EG− F 2dudv

另外我们还可以使用外微分的知识。它同样具有方向性。

dy ∧ dz = cosαdS

dz ∧ dx = cos βdS

dx ∧ dy = cos γdS

因而

dS = (dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy)

因而第二类曲面积分还可以写成∫∫
Σ

f · dS =

∫∫
Σ

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy

这里我们通常省略外微分符号 ∧, 但我们还是需要注意其具有方向性，尽管
这与一般的重积分很是相似。其实这里还一个很明显的区别就是这里积分

是限制在曲面 Σ 上，而一般的重积分是限制在一个投影面之上。

为加深理解，这里以函数 H(x, y, z) 为例。

n =
1

±
√
EG− F 2

(Hx, Hy, Hz), 那么 dS = ± 1

∥∇H∥
(Hx, Hy, Hz) dS。

若H = z−f(x, y),那么 dS =
√
f 2
x + f 2

y + 1dxdy,那么 dS = ±(−fx,−fy, 1)dxdy，
这相当于将其投影至 xOy 上。

其它情况可考虑换元。

总之，这一部分内容与第一类曲面积分联系紧密，需要着重消化与理

解。

下面是几道例题以便于理解。
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例 1. 计算
∫∫
Σ

x3dydz+ y3dzdx+ z3dxdy, 其中 Σ 为上半椭球面
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, z ≥ 0(a, b, c > 0), 方向取上侧。

解. 利用广义球面坐标，

x = a sinφ cos θ, y = b sinφ sin θ, z = c cosφ, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π

2

那么我们可以得到

∂(y, z)

∂(φ, θ)
= bc sin2 φ cos θ, ∂(z, x)

∂(φ, θ)
= ac sin2 φ sin θ,

∂(x, y)

∂(φ, θ)
= ab sinφ cosφ

那么 ∫∫
Σ

x3dydz + y3dzdx+ z3dxdy

=

∫∫
0≤θ≤2π
0≤φ≤π

2

(
a3bc sin5 φ cos4 θ + b3ac sin5 φ sin4 θ + c3ab sinφ cosφ

)
dφdθ

=
2

5
πabc(a2 + b2 + c2)

注意第二类曲面积分转换成重积分是取的正号，这是为什么呢？

这是因为 cos γ = ± 1√
EG− F 2

∂(z, y)

∂(φ, θ)
= ±ab sinφ cosφ√

EG− F 2
,而 φ ∈

[
0,

π

2

]
,

且取向为上，故要取正号。

2 Green、Gauss、Stokes 公式及其统一形式
这些公式都只是适用于闭合的、无孔洞、单连通的。若不闭合需自己将

其补充成闭合曲线/面。另外还有一个较为重要的是在这个区域上函数要有
连续偏导数，若其中有瑕点，需单独拎出来。

对于有有限个空洞的、复连通但能分成有限块标准区域的，这些公式

同样适用，具体证明不过多赘述，感觉不大重要，没必要。

6



KnezZz 書山有路勤爲徑 學海無涯苦作舟 2025 年 5 月

2.1 Green Theorem

∫
∂D

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

其中 ∂D 取正向，即诱导定向。什么是诱导定向呢？简单来讲即是一个人

沿着 ∂D 走，区域 D 一直在其左侧。

注意这个诱导定向。 我在使用这个求解面积之时，被其困扰过，

想当然地选取了顺时针方向，而非诱导方向（逆时针），因而与答案相

差一个负号。

2.1.1 曲线积分与路径无关条件

何为与路径无关？即是对于任意 A，B 俩点，积分值
∫
L

Pdx+Qdy 只

与 A,B 俩点有关。
这个问题可以归纳为Green 定理

定理 2.1. 设 D 为平面上的单连通区域，P (x, y), Q(x, y) 在 D 上具有连续

偏导数，则以下四个命题等价：

1. 对于 D 内任意一条光滑（或分段光滑）闭曲线 L，有∫
L

P dx+Q dy = 0

2. 曲线积分
∫
L

P dx+Q dy 与路径无关。

3. 存在 D 上的可微函数 U(x, y)，使得

dU = P dx+Q dy

这时称 U(x, y) 为 1-形式 P dx+Q dy 的原函数。

4. 在 D 内成立
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
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这样又可以归结出一个与路径无关的充要条件, 即∫
⌢
AB

Pdx+Qdy = U(xB, yB)− U(xA, yA)

U(x, y) 不就是势能函数嘛。

这让我想起了力与势能的关系——F = −∇U

下面是一道典型例题。

例 2. 计算
∫
L

xdy − ydx
x2 + y2

, 其中 L 为一条不经过原点的简单闭合曲线，方向

为逆时针方向.

解. 注意 D 包含原点，而 x

x2 + y2
与 − y

x2 + y2
在原点不具备连续偏导数。

那该怎么做呢？

我们只需要以原点为圆心做一个圆，区域为 D′，那么区域 D\D′ 就满

足了条件。因而 ∫
L

xdy − ydx
x2 + y2

−
∫
l

xdy − ydx
x2 + y2

= 0

所以 ∫
L

xdy − ydx
x2 + y2

=

∫
l

xdy − ydx
x2 + y2

= 2π

这里 0 和 2π 如何得来，不详细写明了。前者只需要套用一下 Green 公式
即可，后者只需做个换元即可。

说到这，我不禁疑问为何不直接换元来求？产生这样的想法的原因在

于没有注意到 L 不一定是圆，所以很有必要间接地使用 Green 公式，使之
计算于圆周之上。

例 3.
∫
L

ex [(x sin y − y cosx) dx+ (x cos y + y sin y) dy]
x2 + y2

,其中 L是包围原点

的简单光滑闭曲线，逆时针方向
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解. 这题与上题类似，同样需要剔除原点这个瑕点，也没有具体给出 L 的
函数，因而所取圆的半径最终要趋于 0, 这一点很重要。但为什么上一题没
有取极限的过程？这是因为最后半径均被约掉了。

最后我们可以得到 ∫ 2π

0

er cos θ cos(r sin θ)dθ

因而

原式 = lim
r→0

∫ 2π

0

er cos θ cos(r sin θ)dθ = 2π

2.2 Gauss Theorem

∫∫∫
Ω

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dxdydz =

∫∫
∂Ω

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy

没啥好说的，以俩道例题了结，其中第二题曾一度困扰过我。

例 4. 设某种流体的速度为 v = xi + yj + zk, 求单位时间内流体流过曲面
Σ : y = x2 + z2(0 ≤ y ≤ h) 的流量，其中 Σ 的方向取左侧。

解. 首先流量为

Φ =

∫∫
Σ

v · dS =

∫∫
Σ

xdydz + ydzdx+ zdxdy

我们注意到 Σ 不是个封闭曲面，因而也就无法使用 Gauss 公式，但是我们
可以自己构造一个曲面，使之封闭。这个曲面可以是任意的，怎么方便怎么

来。我们不妨直接构造一个平面

σ : y = h, x2 + z2 ≤ h

记 Σ + σ 所围成的区域为 Ω, 那么由 Gauss 公式，得∫∫
Σ

xdydz+ydzdx+zdxdy+
∫∫
σ

xdydz+ydzdx+zdxdy =

∫∫∫
Ω

3dxdydz =
3π

2
h2
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接下来我们所要的求解的是 σ 上的流量∫∫
σ

xdydz + ydzdx+ zdxdy =

∫∫
σ

ydzdx =

∫∫
x2+z2≤h

hdxdz = πh2

因而

Φ =
π

2
h2

例 5.
∫∫
Σ

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy , 其中 Σ 是球面 (x− a)2 + (y − b)2 +

(z − c)2 = R2, 方向取外侧。

解. 方法一：由于对称性，我们不妨只先计算
∫∫
Σ

z2dxdy

这时我们需要将 Σ分为上下两个球面，Σ1 : z = c+
√

R2 − (x− a)2 − (y − b)2, Σ2 :

z = c−
√

R2 − (x− a)2 − (y − b)2.

此时 Σ1的法向量为
(
x− a

S
,
y − b

S
, 1

)
, S =

√
R2 − (x− a)2 − (y − b)2,Σ2

的法向量为
(
−x− a

S
,−y − b

S
, 1

)
, 由于朝向为外侧，故在计算下半球面时

要加负号。

困扰我的点在于为何不直接使用法向量 (x− a, y − b, z − c), 这样不就
不需要加负号了？细想一下这个法向量如何得来？不就是∇

[
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 −R2

]
。

正是因为它来自 F (x, y, z) 的梯度，才天然具有统一的、物理意义明确的方

向（外向），而且跟上半球、下半球无关。而我们的目前的做法是什么？是将

原本的隐函数转换成了显函数 z = f(x, y), 这样的法向量方向必然朝向 +ẑ,
因而在求解下半球时需要加负号。

接下来的求解过程省略了。最后的结果为

8

3
πR3(a+ b+ c)

方法二：利用 Gauss 公式。我们可以得到

原式 = 2

∫∫∫
V

(x+ y + z)dV
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而原函数关于 (x− a, y − b, z − c) 对称，所以∫∫∫
V

(x− a)dV =

∫∫∫
V

(y − b)dV =

∫∫∫
V

(z − c)dV = 0

因而 ∫∫∫
V

xdV =
4

3
πR3a

所以结果为
8

3
πR3(a+ b+ c)

2.3 Stokes Theorem

∫
∂Σ

Pdx+Qdy +Rdz

=

∫∫
Σ

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

=

∫∫
Σ

[(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
cosα +

(
∂P

∂y
− ∂R

∂z

)
cos β +

(
∂Q

∂y
− ∂P

∂z

)
cos γ

]
dS

这个公式实在是太难记了，但其实它可以化简为一个行列式

∫
∂Σ

Pdx+Qdy+Rdz =

∫∫
Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣
dydz dzdx dxdy

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫∫
Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα cos β cos γ

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ dS
其实还可以进一步化简，当然这是我的个人化简，在教材上并未看到

∫
∂Σ

Pdx+Qdy +Rdz =

∫∫
Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣
dS
∇
F

∣∣∣∣∣∣∣∣ , 其中F = (P,Q,R)
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2.4 外微分

先以一个熟悉的例子入手。

设 U ⊂ Rn 为区域，U 上的可微函数 f(x1, x2, · · · , xn) 的全微分为

df =
n∑

i=1

∂f

∂xi

dxi

这就相当于一个 0-形式作了微分运算后成了 1-形式
现在将其推广至 Λk 上，即 k-形式

ω =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

gi1,i2,··· ,ik(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

我们定义

dω =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

(dgi1,i2,··· ,ik(x)) ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

n∑
i=1

∂gi1,i2,··· ,ik
∂xi

dxi ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

那么很显然

d(dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik) = 0

这里再补充 2 个性质

1. 设 ω 为 k− 形式，η 为 l− 形式，则

d (ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη

2. 对任意 ω ∈ Λ, 有 d2ω = 0

老实说，对于第二个性质我也不大明晰于其意义，若仅是着眼于其代数证

明，那的确会有点意思。为什么会有如此特殊的性质呢？这是由外微分的

运算性质所产生。
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2.5 统一形式

下面我们对不同的 ω 进行探讨.
首先，当 ω = Pdx+Qdy 时，

dω =

(
∂P

∂x
dx+

∂P

∂y
dy
)
∧ dx+

(
∂Q

∂x
dx+

∂Q

∂y
dy
)
∧ dy

=

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy

其次，当 ω = Pdx+Qdy +Rdz 时，其本质与前者类似，其计算过程省略
了

dω =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy

最后，当 ω = Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy, 那么

dω =

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

这样一来是不是可以把 Green、Gauss 和 Stokes 公式统一为∫
∂M

ω =

∫
M

dω

我们再总结一下不同公式的 ω。Green 公式是 R2 上的 1-形式，Stokes 公式
是 R3 上的 1-形式，而 Gauss 公式是 R3 上的 2-形式。

其实，这个公式同样适用于 Newton-Leibniz 公式当中，请想想这是为
什么？以及它的 ω 对应的是什么形式？

这里我给出答案。我们回想一下 Newton-Leibniz 公式——
∫ b

a

df =

f(x)|ba. 那么 ω 就对应 f , 它是在 R 上的 0-形式。其定义域 D = [a, b] 的诱

导边界为 ∂D = {a, b}, 那么上式就可以表示为∫
∂D

f =

∫
D

df

13
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3 场论

3.1 梯度

梯度为

gradf = fxi+ fyj + fzk

那么沿着方向

l = cos(l, x)i+ cos(l, y)j + cos(l, z)k

其方向导数为
∂f

∂l
= gradf · l

若方向时梯度方向，即法线方向，它的函数值增加最快。相反则减少最快。

很明了的例子就是等高线图。

3.2 通量与散度

我们假设 Ω 上稳定流动的不可压缩流体（假定密度为 1）的速度场为

v = vxi+ vyj + vzk

那么在单位时间内通过 Σ 流向指定侧的流量为

Φ =

∫∫
Σ

v · dS

若 Φ > 0, 则 Σ 内存在源头（源）；若 Φ < 0, 则 Σ 内存在漏洞（汇）；若

Φ = 0，则 Σ 为无源场。

那么要判断是源还是汇，只需判断 Φ 即可，因而我们就需要考察 Σ 所

围成的区域 V 收缩到 M点时的 Φ以判断在 M点处是源还是汇。但这很显
然 Φ 必定为 0，这是因为 V 无限小。因而，我们实际需要考察的是单位体
积的流量（当然这并不改变物理意义）。

利用中值定理，我们可以得到

lim
V→M

Φ

mV
= lim

M̃→M

(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

)
M̃

=
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

14



KnezZz 書山有路勤爲徑 學海無涯苦作舟 2025 年 5 月

其中 mV 为 V 的体积，M̃ 为 V 上某一点。

因此，对于向量场 a = P i+Qj +Rk, 我们可以称
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

为向量场 a 在 M 点的散度，记为 div a(M).
那么

div a(M) = lim
V→M

∫∫
Σ

a · dS

mV

换句话说，散度即为穿出单位体积边界的通量。

那么 Gauss 公式就可以写成∫∫∫
Ω

div adV =

∫∫
∂Ω

a · dS

3.2.1 向量线

什么是向量线？拿个简单的例子，一个质点的运动轨迹即为向量线，它

的速度始终与轨迹相切。那么，下面给出简单给出其定义其满足的条件。

若曲线 Γ上的每一点处的切线方向都与场向量在该点的切线方向一致，

那么 Γ 就是向量场的向量线。

设向量场 a = P i + Qj + Rk，M(x, y, z) 为向量线上任一点，则其矢

量方程为

r = xi+ yj + zk

那么它的切向量为

dr = dxi+ dyj + dzk

由定义我们可知
dx
P

=
dy
Q

=
dz
R

下面我们以点电荷所产生的静电场为例。

由 Coulomb定律，我们可知,在位于原点的点电荷 q在任一点M(x, y, z)

的电场强度为

E =
q

4πε0r3
r =

qx

4πε0r3
i+

qy

4πε0r3
j +

qz

4πε0r3
k

15
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其中 r =
√

x2 + y2 + z2，ε0 为真空介电常数,r = xi+ yj + zk。

那么我们可以得到电场线所满足的关系式

dx
x

=
dy
y

=
dz
z

因而，我们就得到了 {
y = C1x

z = C2x

这就是一簇从原点出发的射线。

3.2.2 Gauss’ Law

继续上面的讨论，我们进而可以得到（别看了，自己算一遍）

∂

∂x

(
qx

4πε0r3

)
=

q

4πε0

r2 − 3x2

r5

∂

∂y

(
qy

4πε0r3

)
=

q

4πε0

r2 − 3y2

r5

∂

∂z

(
qz

4πε0r3

)
=

q

4πε0

r2 − 3z2

r5

那么

div E = 0

并且十分值得注意的是，这里是有条件的——x2 + y2 + z2 ̸= 0

1. 设 S 是以原点为圆心，R 为半径的球面，定向取外侧。于是从内部穿
出球面 S 的通量（电通量）为

Φ =

∫∫
S

E · dS =

∫∫
S

q

4πε0R2
dS =

q

ε0

2. 设 Σ 为任意一张光滑或分片光滑的封闭曲面.

(a) 若 Σ 内不含原点. 记 Σ 所包围的区域为 Ω, 则由 Gauss 公式得

Φ =

∫∫
Σ

E · dS =

∫∫∫
Ω

div EdV = 0

16
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(b) 若 Σ 内包含有原点，这一情况与例2和例3同理。那么我们记小
球面为 σ, 定向取外侧。因而，∫∫

Σ

E · dS −
∫∫
σ

E · dS = 0

那么

Φ =

∫∫
Σ

E · dS =

∫∫
σ

E · dS =
q

ε0

这就是电磁学中的 Gauss 定律。

3.3 环量与旋度

定义 3.1. 设

a(x, y, z) = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j +R(x, y, z)k, (x, y, z) ∈ Ω

是一个向量场，P,Q,R 在 Ω 上具有连续偏导数.
设 M 为这个场中任一点，称向量∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k

为向量场 a 在 M 点的旋度，记为 rot a(M) 或 curl a(M).

若 rot a = 0, 则称 a 为无旋场。

于是，Stokes 公式可以写成∫∫
Σ

rot a · dS =

∫
∂Σ

a · dS

3.3.1 Ampère’s Circuital Law

设一根无限长直线导线载有电流 I。由 Biot-Savart Law 可知，电流产
生的磁感应强度大小为

B =
µ0I

2πr

17
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我们任取一张垂直于导线的平面为 xy平面，那么在M(x, y, z) (x2+y2 ̸= 0)

处的磁感应强度为

B =
µ0I

2πr2
(−yi+ xj)

其中 r =
√

x2 + y2，于是

rot B =
µ0I

2π

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−y
r2

x
r2

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

注意，这里也同样要求 x2 + y2 ̸= 0.

1. 对位于垂直于导线的平面上的、围绕导线的任意简单闭曲线 Γ。取定

向为逆时针方向。依例2，我们可知∫
Γ

B · ds =
µ0I

2π

∫
Γ

xdy − ydx
x2 + y2

=
µ0I

2π
· 2π = µ0I

2. 对于空间中任一条简单闭曲面 Γ（注意，这个曲线不一定在同一平面

上）, 取逆时针为定向。记以 Γ 为边界的曲面为 Σ.

(a) 若导线不穿过曲面 Σ, 那么∫
Γ

B · ds =

∫∫
Σ

rot B · dS = 0

(b) 若导线穿过曲面 Σ一次。这时也同理，作一张垂直于导线的平面，

它以曲面 Σ 的交线为边界。记这个平面为 C, 那么由 Stokes 公
式得 ∫

Σ

B · ds−
∫
C

B · ds =

∫∫
Σ−C

rot B · dS = 0

所以 ∫
Σ

B · ds =

∫
C

B · ds = µ0I

综上， ∫
Γ

B · ds = µ0I

18
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这是对于导线穿过一次曲面，而对于导线穿过多次的情况呢？单位长度有

n 匝线圈产生的磁感应强度似乎就是这一情况，那么此时∫
Γ

B · ds = nµ0I

这个不必多说，无非就是多作几个类似的平面以排除原点这一瑕点。

这就是 Ampère 环路定律。

3.4 Hamilton Operator and Laplace Operator

先是 Hamilton 算子，记作 ∇, 读作“Nabla”或“Del”.
我们定义

∇f =
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k = gradf

∇ · a =

(
i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
· (P i+Qj +Rk) =

∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z
= div a

∇× a = rot a

显然，

∇ ·∇f = div(gradf) = ∆f

这里记号 ∆ = ∇·∇ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
称为Laplace 算子. 若满足Laplace

方程

∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0

的函数叫做调和函数。

这样 Gauss 公式就可以表示为∫∫
∂Ω

a · dS =

∫∫∫
Ω

∇ · adV

Stokes 公式就可以表示为∫
∂Σ

a · ds =

∫∫
Σ

(∇× a) · dS
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3.4.1 Green 第一公式和 Green 第二公式

这里仅是简单介绍，教材里也写得很简略，仅是提到其在数学物理应

用之多。

设函数 f, g 具有二阶连续偏导数，那么我们很容易就可知

∇ · (g∇f) = ∇g · ∇f + g∇2f = ∇g · ∇f + g∆f

那么由 Gauss 公式，我们得到∫∫∫
Ω

(∇g·∇f+g∆f)dV =

∫∫
∂Ω

g∇f ·ndS =

∫∫
∂Ω

g(gradf ·n)dS =

∫∫
∂Ω

g
∂f

∂n
dS

(1)
同理 ∫∫∫

Ω

(∇f · ∇g + f∆g)dV =

∫∫
∂Ω

f
∂g

∂n
dS (2)

(2)-(1), 我们就可以得到∫∫∫
Ω

(f∆g − g∆f)dV =

∫∫
∂Ω

(
f
∂g

∂n
− g

∂f

∂n

)
dS (3)

式1和式2为 Green第一公式，而式3称为 Green第二公式。特别是 Green
第二公式，有种简洁与对称之美。

3.4.2 基本运算关系

书上一个证明都没有，而是要求我们独自证明，下面我将会给出 (3)-(7)
的证明，(1) 和 (2) 显而易见，不加以证明了。
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首先我先给出这七组基本运算关系：

(1)div(λa+ µb) = λdiv a+ µdiv b

∇ · (λa+ µb) = λ(∇ · a) + µ(∇ · b)

(2)rot(λa+ µb) = λrot a+ µrot b

∇× (λa+ µb) = λ(∇× a) + µ(∇× b)

(3)div(fa) = fdiv a+ gradf · a

∇ · (fa) = f∇ · a+ (∇f) · a

(4)rot(fa) = frot a+ gradf × a

∇× (fa) = f∇× a+ (∇f)× a

(5)div(a× b) = b · rot a− a · rot b

∇ · (a× b) = b · (∇× a)− a · (∇× b)

(6)rot(gradf) = 0

∇× (∇f) = (∇×∇)f = 0

(7)div(rot a) = 0

∇ · (∇× a) = 0

其中 a = axi+ ayj + azk, b = bxi+ byj + bzk

下面我简略地给出证明（这东西敲得有点累）。

证明. 对于式 (3), 我们知道 fa = faxi+ fayj + fazk, 那么

div(fa) = ∂(fax)

∂x
+

∂(fay)

∂y
+

∂(faz)

∂z

接着利用乘积的求导公式，我们很容易就可以得证。

对于式 (4)，我们知道

rot(fa) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

fax fay faz

∣∣∣∣∣∣∣∣
那么根据乘积的求导法则，可知先对 ai 进行求导时，此时 f 可以提出来，

因而有一项为 frot a. 而对 f 求导时，我们可以从结果可以看出第二项为

gradf × a. 因而式 (4) 证毕。
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对于式 (5)，首先我们先计算出 a× b

a× b = (aybz − byaz) i+ (azbx − bzax) j + (axby − bxay)k

于是，

div(a× b) =bz
∂ay
∂x

− by
∂az
∂x

+ ay
∂bz
∂x

− az
∂by
∂x

+bz
∂az
∂y

− bz
∂ax
∂y

+ az
∂bx
∂y

− ax
∂bz
∂y

+by
∂ax
∂z

− bx
∂ay
∂z

+ ax
∂by
∂z

− ay
∂bx
∂z

我们再整理一下便得到

(bx, by, bz) ·
(
∂az
∂y

− ∂ay
∂z

,
∂ax
∂z

− ∂az
∂x

,
∂ay
∂x

− ∂ax
∂y

)
− (ax, ay, az) ·

(
∂bz
∂y

− ∂by
∂z

,
∂bx
∂z

− ∂bz
∂x

,
∂by
∂x

− ∂bx
∂y

)
这便是

b · (∇× a)− a · (∇× b)

对于式 (6), 自己计算一下即可

∇× (∇f) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

同理，式 (7) 也是如此。

3.5 保守场与势函数

定义 3.2. 设
a = P i+Qj +Rk, (x, y, z) ∈ Ω

为向量场，其中 P,Q,R在 Ω上连续。若存在函数 U(x, y, z)满足 a = gradU ,
则称向量场 a 为有势场，并称 V = −U 为势函数。

若向量场中的曲线积分和路径无关，那么称 a 为保守场。
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3.5.1 一维和二维单连通区域

下面是以我自己话进行表述，并非是严格的数学表述。

俩者字面上的一维和二维并非是空间区域的一维和二维，而是作出的

判断区域的维数。

比如一维单连通意味着任意一条该区域内的封闭曲面能够收缩这该区

域内一点。收缩的方式是任意的，只需存在这样的一种收缩，即可表明他

是一维单连通区域。若存在某条封闭曲线无论如何都收缩不到区域内一点，

则不是一维单连通，比如甜甜圈。

再是二维单连通区域，它意味着任意一个该区域的封闭曲面都能够收

缩至该区域内的一点。同样，它的收缩方式也是任意的，也只需存在这样的

一个收缩即可。比如，对于空心球 {(x, y, z) | 1 < x2 + y2 + z2 < 3}，它就不
是二维单连通区域，但它是一维单连通区域。

若将其推广至高维，那么就得需要严格数学表述，这或许是微分几何

和拓扑的内容，仍有待我进一步学习。

定理 3.1. 设 Ω ∈ R3 为单连通区域，在这上面定义了向量场 a, 那么下面三
个命题等价：

（1）a 是保守场

（2）a 是有势场

（3）a 是无旋场

教材上并为给出证明，下面我简略地给出证明。我们以 (1) ⇒ (2) ⇒
(3) ⇒ (1) 的顺序进行证明，该证明与 Green 定理的证明类似。

证明. 首先是 (1) ⇒ (2), 我们设

U(x, y, z) =

∫ (x,y,z)

(x0,y0,z0)

Pdx+Qdy +Rdz

我们要证明这个，即是证明 Ux = P,Uy = Q,Uz = R. 下面我们只证明
Ux = P，其它是同理的。
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∆U

∆x
=

U(x+∆x, y, z)− U(x, y, z)

∆x

=
1

∆x

(∫ (x+∆x,y,z)

(x0,y0,z0)

Pdx+Qdy +Rdz −
∫ (x,y,z)

(x0,y0,z0)

Pdx+Qdy +Rdz
)

=
1

∆x

∫ (x+∆x,y,z)

(x,y,z)

Pdx+Qdy +Rdz =
1

∆x

∫ x+∆x

x

Pdx = P (ξ, y, z)

最后一步利用了积分中值定理，ξ ∈ (x, x+∆x),那么当 ∆x → 0时，Ux = P .
即证。

然后再是 (2) ⇒ (3), 我们代入计算即可. 首先我们知道

Ux = P, Uy = Q, Uz = R

那么，

rot a =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k

进而

rot a =

(
∂2U

∂y ∂z
− ∂2U

∂z ∂y

)
i+

(
∂2U

∂z ∂x
− ∂2U

∂x ∂z

)
j +

(
∂2U

∂x ∂y
− ∂2U

∂y ∂x

)
k

又由于 U 具有连续偏导数，故偏导顺序可以交换，所以

rot a = 0

即证！

最后再是 (3) ⇒ (1), 利用 Stokes 公式即可，值得注意的是使用 Stokes
公式得前提是单连通区域。∫

L

Pdx+Qdy +Rdz =

∫∫
S

rot a · dS = 0

即证！

从证明过程中我们可以发现，

保守场 Ω 无需为单连通⇐⇒ 有势场 Ω 需为单连通⇐⇒ 无旋场
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其实，再细节一点，有势场推导无旋场也同样无需要求 Ω 为单连通。

下面我们不加以证明地得到一个结论∫
⌢
AB

Pdx+Qdy +Rdz = U(B)− U(A) = V (A)− V (B)

下面以无限长的均匀带电导线为例，探讨其旋度、势函数和电力线分布。

我们已知其电荷分布的线密度为 q

设 dℓ 的坐标为 (0, 0, a), 那么由 Coulomb 定律，我们得到

dE =
1

4πε0

qdℓ
r3

r =
1

4πε0

qdℓ
r3

(xi+ yj + (z − a)k)

那么

dEx =
1

4πε0

qdℓ
r3

x, dEy =
1

4πε0

qdℓ
r3

y

记 R =
√
x2 + y2，那么 r =

R

cos θ , 并且 ℓ = R tan θ, 那么

dℓ = R sec2 θdθ

因而

Ex =

∫ π
2

−π
2

1

4πε0

qx

R2
cos θdθ =

1

2πε0

qx

R2
, Ey =

∫ π
2

−π
2

1

4πε0

qy

R2
cos θdθ =

1

2πε0

qy

R2
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于是，

E =
1

2πε0

qx

R2
i+

1

2πε0

qy

R2
j + 0 · k =

q

2πε0

xi+ yj

x2 + y2

于是我们得到

rot E = 0

所以 E 是无旋场。因而它也是有势场和保守场。那么它的势函数为

V = −U = − q

2πε0

∫ (x,y,z)

(x0,y0,z0)

xdx+ ydy
x2 + y2

=
q

4πε0
ln x2

0 + y20
x2 + y2

这里要求 x2
0 + y20 ̸= 0. 于是它的等势线方程为

x2 + y2 = C

下面探讨它的电力线, 它满足方程

dx
q

2πε0
x

x2+y2

=
dy

q
2πε0

y
x2+y2

=
dz
0

于是 {
y = C1x

z = C2

这在数学上很好地描述了电场的一些特性。
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